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1 Grundlagen

1.1 Einfiihrung

1.1.1 Problemstellungen

Diese Vorlesung befafit sich mit Algorithmen und den zugehorigen Datenstrukturen.
Dabei werden sowohl konkrete Implementierungen erarbeitet als auch Analysen ihrer
Komplexitat beziiglich Rechenzeit und Speicherplatzbedarf angestellt. Wir werden
folgende Problemstellungen der Informatik betrachten:

Sortieren

e Sortierung einer Folge von Zahlen

e Bestimmung des Median

Suchen in Mengen

Symboltabellen fiir Compiler (enthalten vordefinierte Worter, Variablen, etc.)

e Autorenverzeichnis einer Bibliothek

Kontenverzeichnis einer Bank

allgemein Suchen in Datenbanken
Pfade in einem Graphen

e kiirzester Pfad von A nach B

e Minimaler Spannbaum (kiirzester Pfad, der alle Knoten miteinander
verbindet)

e kiirzeste Rundreise (Traveling-Salesman-Problem (TSP))
String-Matching

e Suche nach Zeichenfolgen im Text

e DNA/RNA - Sequenzen in der Bioinformatik
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1.1.2 Aktualitat des Themas

Die Suche nach guten Algorithmen und ihrer effizienten Implementierung ist stets aktuell
gewesen. Auch in Zeiten immer schneller wachsender Speicher- und Rechenkapazitéiten
ist es aus 6konomischen Griinden unerléfllich, diese moglichst effizient zu nutzen. Wie
wir sehen werden, konnen ineffiziente Algorithmen auch noch so grofle Kapazitiaten sehr
schnell erschopfen.

Auf der theoretischen Seite existieren immer noch zahlreiche ungeklarte Fragestellungen:
So ist zum Beispiel bisher keine effiziente, exakte Losung fiir das Traveling-Salesman-
Problem bekannt. Daneben gibt es in der angewandten Informatik viele Gebiete, die nach
extrem effizienten Algorithmen verlangen, z.B.: Compilerbau, Datenbanken, kiinstliche
Intelligenz, Bild- und Sprachverarbeitung und -erkennung.

1.1.3 Ziele der Vorlesung

Sie sollten am Ende der Vorlesung Kenntnisse und Féhigkeiten in den folgenden
Bereichen erlangt haben:

Theoretische Kenntnisse: Was zeichnet effiziente Verfahren aus, und welche Algorith-
men und Datenstrukturen stecken dahinter? Wie ist der Aufwand (Rechenzeit,
Speicherplatz) eines Verfahrens definiert? Wie kann man diesen Aufwand in
Komplexitdtsmafle fassen, und wie wird ein Algorithmus analysiert?

Praktische Fahigkeiten: Wie analysiert man ein Problem und bildet es auf Daten-
strukturen und Algorithmen ab? Wie implementiert man den Algorithmus als
lauffihiges Programm und testet dieses dann?

1.1.4 Hinweis auf das didaktische Problem der Vorlesung

Es ist wesentlich schwieriger zu beschreiben, wie man von der Problemstellung zum
fertigen Programm kommt, als im nachhinein das fertige Programm zu erkldren und
nachzuvollziehen. Daher konzentrieren sich die meisten Biicher mehr auf die fertigen
Programme als auf die Motivation und den Weg zum Programm.

Gelegentlich werden wir auch in der Vorlesung diesen Weg gehen. Versuchen Sie dann
selbst, die Herleitung und Implementierung dieser Standard-Algorithmen nachzuvol-
lziehen. Implementieren Sie diese vielleicht nach einigen Tagen noch einmal aus freier
Hand. Verifizieren Sie insbesondere, dafl Sie auch Details wie z.B. Index-Grenzen richtig
hinbekommen, denn der Teufel steckt im Detail.

Aus den folgenden Gebieten der Mathematik werden immer wieder Anleihen gemacht,
achten Sie deshalb darauf, dafi Thnen deren Grundlagen vertraut sind:

©RWTH Aachen 9 4. Mai 2004
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e Kombinatorik (Fakultit, Binomialkoeffizienten)
e Wahrscheinlichkeitsrechnung

e clementare Analysis (hauptsidchlich Grenzwerte)

1.1.5 Vorgehensweise

Bei der Behandlung von Algorithmen und Datenstrukturen werden zwei Ebenen
unterschieden:

Die algorithmische Ebene umfafit eine moglichst allgemeine und maschinen-
unabhéngige Beschreibung der Objekte (zu manipulierende Daten) und des
Algorithmus. Dies hat den Vorteil, dafl man sich auf das Wesentliche konzentrieren
kann, und sich nicht mit maschinen- und programmiersprachen-spezifischen Details
aufhalten muf.

Die programmiersprachliche Ebene umfafit die konkrete Implementierung. Der
Ubersichtlichkeit wegen werden in der Vorlesung nicht immer vollstéindig lauffihige
Programme vorgestellt. Zum Verstindnis der Programmtexte ist die grundlegende
Kenntnis einer imperativen Programmiersprache Voraussetzung. Programme und
Algorithmen sind hier (fast immer) in Modula-3 oder Modula-3-&hnlichem Pseu-
docode formuliert.

1.1.6 Datenstrukturen

Datenstrukturen und Algorithmen sind unmittelbar miteinander verkniipft und kénnen
nicht getrennt voneinander betrachtet werden, da ein Algorithmus mit den Methoden
arbeiten muf, die auf einer Datenstruktur definiert (und implementiert) sind. In den
folgenden Kapiteln werden Datenstrukturen aus den folgenden Kategorien vorgestellt:

e Sequenzen (Folgen, Listen) (Abschnitt 1.3.2)
e Mengen (speziell Worterbiicher (dictionaries)) (Abschnitt 3)

e Graphen (speziell Baume) (Abschnitt 1.3.5)

©RWTH Aachen 10 4. Mai 2004
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1.2 Algorithmen und Komplexitat

Die Komplexitéitsordnung eines Algorithmus bestimmt mafgeblich die Laufzeit und
Platzbedarf der konkreten Implementierung. Diese hédngen aber, aufler vom Algorithmus
selbst, u.a. noch von den folgenden Groflen ab:

e Fingabedaten
e Rechner-Hardware
e Qualitdt des Compilers

e Betriebssystem

Die letzten drei Punkte sollen uns hier nicht interessieren. Wir betrachten nur die
abstrakte Laufzeit T'(n) in Abhéngigkeit von dem Parameter n der Eingabedaten. Dabei
driickt der Parameter n die “Grofie” des Problems aus, die von Fall zu Fall unterschiedlich
sein kann:

e Beim Sortieren ist n die Anzahl der zu sortierenden Werte aq, ..., a,.

e Bei der Suche nach Primzahlen gibt n z.B. die obere Grenze des abzusuchenden
Zahlenbereichs an.

Beispiel: Sortieren durch Auswihlen

Zur Veranschaulichung betrachten wir ein einfaches Sortierverfahren, Sortieren durch
Auswdihlen. Es besteht aus zwei verschachtelten Schleifen und kann wie folgt implemen-
tiert werden:

PROCEDURE SelectionSort(VAR a: ARRAY [1..N] OF ItemType) =
VAR min : INTEGER ;

t : ItemType ;
BEGIN
FORi :=1TON-1DO
min := 1 ;

FOR j :=1 + 1 TO N DO
IF alj] < a[min] THEN
min := j ;
END ;
END ;
t := almin] ; almin] := ali] ; ali] := t ;
END ;
END SelectionSort ;

©RWTH Aachen 11 4. Mai 2004



Ney: Datenstrukturen und Algorithmen, SS 2004 Kapitel 1. Grundlagen

Die Rechenzeit T'(n) wird hier bestimmt durch den Aufwand fiir die elementaren
Operationen vergleichen und wertauschen. Deren Anzahl konnen wir in Abhéngigkeit
von der Anzahl n der zu sortierenden Elemente wie folgt berechnen:

e Anzahl der Vergleiche (compares):

e Anzahl der Vertauschungen (exchanges, swaps):

En)=n-1

Dies gilt, weil Vertauschungen nur in der &ufleren Schleife ausgefiihrt werden, und
diese genau (n — 1)-mal durchlaufen wird.

e Bezeichnet man den relativen Aufwand fiir Vergleiche und Vertauschungen mit
a1 bzw. ag, dann ergibt sich der folgende Gesamtaufwand:

T(n) = a1C(n)+ aeE(n)
-1
= al% + as(n —1)
2
. fiir groBe n  (n> %)
2 aq

>~

Diese Aussage gilt fiir grofie n. Wir sagen, dal das asymptotische Verhalten von T'(n)
dem von n? entspricht oder dafl T'(n) quadratische Komplexitiit hat.

©RWTH Aachen 12 4. Mai 2004
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1.2.1 Random-Access-Machine (RAM)

Die abstrakte Laufzeit ergibt sich aus der Zahl der elementaren Operationen. Um genaue,
vergleichbare Aussagen iiber die Komplexitét eines Programms machen zu kénnen, muf
definiert werden, was unter einer elementaren Operation zu verstehen ist. Dazu eignet
sich ein axiomatisch definiertes Rechnermodell. Dieser Modell-Rechner dient dann als
Vergleichsmafistab.

Ein solches Rechnermodel stellt die verallgemeinerte Registermaschine (random access
machine, RAM) dar. Eine RAM wird durch folgende Elemente definiert (vgl. Abb. 1.1):

e adressierbare Speicherzellen (random access registers), deren Inhalte ganzzahlige
Werte (integers) sind

e Ein- und Ausgabebénder, die nur von links nach rechts bewegt werden koénnen
e zentrale Recheneinheit mit:

— Akkumulator

— Befehlszihler (program counter)

e Programm (Der Programmcode soll sich selbst nicht veréindern kénnen und wird
daher auBerhalb des adressierbaren Speichers abgelegt.)

Das Programm wird in einem sehr rudimentéiren Befehlssatz (abstrakter Assembler)
verfait (vgl. Tabelle 1.1). Einzelheiten kénnen variieren; so ist der Akkumulator oft kein
eigener Speicher, sondern einfach die Speicherzelle mit der Nummer 0. Variationen gibt
es auch beim Befehlssatz, den moglichen Datentypen usw.

Anmerkung: Die (moderneren) RISC-Prozessoren (reduced instruction set comput-
er) sind in ihrer Architektur einer RAM sehr dhnlich. Die konkurrierenden CISC-
Architekturen (complex instruction set computer) haben einen wesentlich umfangre-
icheren Befehlssatz, und zerlegen die komplexen Befehle bei der Ausfithrung in einfachere
Arbeitsschritte.

Kostenabschatzung

Je nach Zielsetzung kann man zwischen zwei Kostenmaflen wéhlen:

EinheitskostenmaB: Jeder Instruktion wird ein konstanter Aufwand zugeordnet, un-
abhénging von den jeweiligen Operanden. Dies entspricht dem Fall, daf§ die zu
verarbeitenden Werte die Wortldnge des Rechners nicht {iberschreiten.

©RWTH Aachen 13 4. Mai 2004
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X1 X2 X3 Xn
Eingabeband

b

Befehlszaehler i

> N L

Akkumulator r,

Recheneinheit .

Programm Speicherzellen
y
Y1 Y2 Y3
Ausgabeband

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der Random-Access-Machine (RAM)

Tabelle 1.1: Befehlssatz einer Random-Access-Machine (RAM): Es steht ¢(+) fiir ,,Inhalt
von*“, A fiir ,Akkumulator“. Der Operand a ist entweder 4, ¢(7), oder ¢(c(7))
mit ¢ € N, entsprechend den Adressierungsarten immediate, direkt und

indirekt.

LOAD a c(A) —a

STORE a a«— c(A)

ADD a c(A) —c(A)+a

SUB a c(A) —c(A)—a

MUL a c(A) — c(A) xa

DIV a c(A) — [c(A)/a]

READ c(A) « aktuelles Eingabesymbol

WRITE aktuelles Ausgabesymbol < ¢(a)

JUMP b Programmzéahler wird auf Anweisung Nummer b
gesetzt.

JZERO b Programmzéhler wird auf Anweisung Nummer b
gesetzt, falls ¢(A) = 0, sonst auf die néchste An-
weisung.

JGTZ b Programmzéhler wird auf Anweisung Nummer b
gesetzt, falls ¢(A) > 0, sonst auf die néchste An-
weisung.

HALT Verarbeitung wird beendet.

©RWTH Aachen 14 4. Mai 2004
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Logarithmisches KostenmaB: (auch Bit-Kostenmafl) Die Kosten sind von der Lénge
des Operanden (Anzahl der Bits) abhéngig. Dies ist angebracht, wenn die
Operanden mehr als je eine Speicherzelle (Wort) belegen.

Das logarithmische Kostenmafl entspricht dem Komplexitéitsbegriff auf einer
Turing-Maschine.

Die Kosten, die einem Befehl zugeordnet werden, sind wenig standardisiert. Man versucht
in der Regel eine moglichst realistische Schéitzung zu finden. Folgende Faktoren spielen
dabei eine Rolle:

o Art des Speicherzugriffs: keiner, direkt, indirekt
e Art des Befehls
— Arithmetische Operationen: MUL und DIV kénnen wesentlich teurer sein als

ADD und SUB.

— Sprungbefehle: Bedingte Spriinge (JZERO) kénnen teurer sein als unbedingte
(JUMP)

Die RAM erfafit (ziemlich) genau die im realen Rechner anfallenden Speicher-
Operationen. Externe Speicher wie z.B. Festplatten werden nicht betrachtet.

Prozeduraufrufe und Rekursion

Der Befehlssatz der RAM enthélt kein Konstrukt zur Definition von Unterprogrammen
(Funktionen, Prozeduren), die insbesondere fiir rekursive Algorithmen benétigt werden.
Prozeduren, wie sie in Modula-3 und vielen anderen Sprachen zur Verfiigung stehen,
werden vom Compiler nach folgender Methode in elementare Anweisungen der RAM
umgewandelt:

1. Bei jedem Aufruf (Inkarnation, Aktivierung) wird ein Speicherbereich, der soge-
nannte Aktivierungsblock (Versorgungsblock), (auf dem sog. call-stack) reserviert.
Dieser enthilt Platz fiir

e die aktuellen Parameter,
e die Riicksprungadresse und
e die lokalen Variablen der Prozedur.
2. Das aufrufende Programm legt die aktuellen Parameter und die Riicksprungadresse

im Aktivierungsblock ab und setzt den Programmzihler auf den Anfang der
aufzurufenden Prozedur.

©RWTH Aachen 15 4. Mai 2004
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3. Nach Beendigung der Prozedur wird der zugehorige Aktivierungsblock entfernt
und die Kontrolle an das aufrufende Programm zuriickgegeben.

Der Speicherbedarf fiir die Aktivierungsblocke mufl natiirlich bei der Analyse der
Speicherkomplexitéit beriicksichtigt werden. Bei rekursiven Algorithmen wéchst der
Speicherbedarf proportional zur Rekursionstiefe, da fiir jeden individuellen Aufruf ein
eigener Aktivierungsblock angelegt wird.

1.2.2 Komplexitatsklassen

Um Algorithmen beziiglich ihrer Komplexitét vergleichen zu kénnen, teilt man diese in
Komplexitatsklassen ein. In der folgenden Tabelle sind typische Zeitkomplexitétsklassen
aufgefiihrt.

Klasse = Bezeichnung Beispiel
1 konstant elementarer Befehl
log(logn) doppelt logarithmisch Interpolationssuche
logn logarithmisch binére Suche
n linear lineare Suche, Minimum einer Folge
nlogn  {iberlinear Divide-and-Conquer-Strategien,

effiziente Sortierverfahren, schnelle Fourier-
Transformation (FFT)

n? quadratisch einfache Sortierverfahren

n? kubisch Matrizen-Inversion, CYK-Parsing

n* polynomiell vom Grad k& lineare Programmierung

2" exponentiell erschépfende Suche (exhaustive search),
Backtracking

n! Fakultét Zahl der Permutationen

(Traveling-Salesman-Problem)

Bei den logarithmischen Komplexititsklassen spielt die Basis in der Regel keine Rolle,
da ein Basiswechsel einer Multiplikation mit einem konstanten Faktor entspricht. Wenn
eine Basis nicht explizit angegeben wird, dann geht diese fiir log(n) meist aus dem
Zusammenhang hervor. Auflerdem sind folgende Schreibweisen iiblich:

ld :=log, dualer Logarithmus
In :=log, natiirlicher Logarithmus

lg :=log,, dekadischer Logarithmus

Betrachtet man die Laufzeit einiger hypothetischer Algorithmen (siehe Abb. 1.2), so wird
schnell klar, daf in den meisten Féllen nur Algorithmen mit maximal polynomieller

©RWTH Aachen 16 4. Mai 2004
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Abbildung 1.2: Wachstumsverhalten einiger wichtiger Komplexitétsklassen. Dargestellt
ist der Laufzeitbedarf hypothetischer Algorithmen mit den angegebenden
Komplexitiaten, wobei angenommen wird, dafl der Rechner fiir jede
elementare Operation 1 ns (1 ns = 107° Sekunden) benétigt. (Die
Zeitachse ist logarithmisch.)

Komplexitdat praktikabel sind. Laufzeiten proportional 2™ oder n! nehmen schon bei
moderaten Problemgrofien astronomische Werte an.

1.2.3 O-Notation fiir asymptotische Aussagen

Beschreibt eine Funktion die Laufzeit eines Programms, so ist es oft ausreichend, nur ihr
asymptotisches Verhalten zu untersuchen. Konstante Faktoren werden vernachlissigt,
und die Betrachtung beschrénkt sich auf eine ,einfache® Funktion. Zugleich sollen aber
moglichst enge Schranken gefunden werden.

Um asymptotische Aussagen mathematisch konkret zu fassen, definiert man die folgen-
den Mengen (sog. O-Notation):
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Definition: Sei f: N — R* eine Funktion, dann ist

O(f) = {g:N=R"|Je>03Ine>0YVn>ne: g(n)<c-f(n)}

Qf) == {g:N>R"|3c>03ng>0Vn>ng: c-f(n)<gn)}

O(f) = {g:N—=R"|Jec>03ny>0Vn>ny: %-f(n)gg(n)gc f(n)}
off) = {¢g:N—=RY|Ve>03Iny>0Yn>ny: g(n)<cf(n)}

wif) = {g:N=>R"|Ve>03dng>0Yn>ng: cf(n)<gn)}

Ubliche Sprechweise:

g € O(f): f ist obere Schranke von g.

g wichst hochstens so schnell wie f.
g € Q(f): f ist untere Schranke von g.

g wachst mindestens so schnell wie f.
g € O(f): f ist die Wachstumsrate von g.

g wachst wie f

Statt g € O(f) schreibt man oft (formal nicht ganz korrekt) g(n) € O(f(n)), um die
Abhéngigkeit von n deutlich zu machen und die Definition zusétzlicher , Hilfsfunktionen*
zu vermeiden. So steht bespielsweise ,O(n?)“ fir ,O(f) mit f(n) = n*“. Auch die
Schreibweise g = O(f) ist tiblich.

Allgemeine Aussagen und Rechenregeln

Fiir das Rechnen mit den oben definierten Mengen gelten einige einfache Regeln. Seien
f und g Funktionen N — R, dann gilt:

1. Linearitét:
Falls g(n) = af(n) + 8 mit o, 5 € R und f € (1), dann gilt: g € O(f)

2. Addition:
O(g) falls f € O(g)

f+g€Omax{f, g}) = { O(f) falls g€ O(f)

3. Multiplikation:
acO(f)NbeO(g)=a-beO(f-g)

4. Falls der Grenzwert lim gini existiert, so ist g € O(f). (Der Umkehrschluf gilt
n—oo n
nicht!)
5. Es gilt:

O(f) =) NOo(f)
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Dabei sind Addition, Multiplikation, Maximumbildung von zwei Funktionen bildweise
zu verstehen, also z.B. (f + g)(n) = f(n) + g(n).

Beweis zu 1: Wegen f € Q(1) gibt es ¢ > 0und n’ > 0, mit f(n) > ¢ -1 Vn>n'.
Wihle ¢ = o + 7 und ng = n/, dann gilt:

gn) ==a- f(n)+ B <c-f(n) ¥n>ng
D.h. g € O(f).

Beispiele:
a) Sei f(n) = 7n+ 3. Dann gilt:
™m+3<c-nVn>nygmitc=8und ng =3
und damit f(n) € O(n)

b) Sei f(n) = 3.8, axn® mit a; > 0. Dann ist f € O(nX), denn

K
f(n) < en® Vn > ng mit c:Zak und ng = 1
k=0

c) Sei T'(n) = 3". Dann gilt: T'(n) ¢ O(2"), denn es gibt kein Paar ¢ > 0, ny > 0, so
daf
3"<c-2" Vn>ng

d) Seien Ty(n) € O(n?), To(n) € O(n?) und T3(n) € O(n?logn), dann gilt:

Ti(n) + To(n) + T3(n) € O(n?)

e) Seien f(n) =n? und g(n) = 5n? 4+ 100 log n. Dann gilt:

2
I g(n)  lim 5n* + 1001logn

n—00 f (n) n—oo n2

und damit g € O(f).

1.2.4 Regeln fiir die Laufzeitanalyse

Elementare Anweisungen sind in O(1).
Es ist wichtig zu beachten, was im gewihlten Rechnermodell (z.B. RAM) als
elementare Anweisung gilt. Hohere Programmiersprachen stellen oft (scheinbar
elementare) Anweisungen zur Verfiigung, die vom Compiler in komplexere An-
weisungsfolgen umgesetzt werden.
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Folgen von Anweisungen: Setzt sich ein Programm aus mehreren Teilen zusammen,
die hintereinander ausgefiithrt werden, so wird das asymptotische Verhalten der
Laufzeit allein von dem Teil bestimmt, der den grofiten Aufwand hat (vgl.
Addition).

Seien A und B zwei Anweisungen mit Laufzeiten T4 € O(f) und T € O(g), dann
hat die Hintereinanderausfiithrung
A ; B ;
die Laufzeit T' = T4 + Tp € O(max{f, g}).
Schleifen: Die Gesamtlaufzeit ergibt sich als Summe {iber die Laufzeiten der einzelnen
Durchléufe.

Oft ist die Laufzeit Tx des Schleifenkérpers K unabhingig davon, um den
wievielten Durchlauf es sich handelt. In diesem Fall kann man einfach die Laufzeit
des Schleifenkorpers Ty mit der Anzahl der Durchlaufe d(n) multiplizieren.

Im allgemeinen berechnet man entweder die Summe iiber die einzelnen Durchldufe
explizit oder sucht obere Schranken fiir T und d(n): Wenn Tx € O(f) und d €
O(g) soist T € O(f - g) (vgl. Multiplikation).

Bedingte Anweisungen: A und B seien zwei Prozeduren mit Laufzeiten T4 € O(f)
und T € O(g), dann hat die Anweisung
IF Bedingung THEN A() ELSE B() END ;

eine Laufzeit in O(1)4+O(g+ f), falls die Bedingung in konstanter Zeit ausgewertet
wird (vgl. Addition).
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Prozeduraufrufe miissen nach nicht-rekursiven und rekursiven unterschieden werden.

nicht-rekursiv: Jede Prozedur kann separat analysiert werden. Zusétzlich zu den

Anweisungen der Prozedur tritt nur noch ein (in der Regel kleiner) konstanter
Overhead fiir Auf- und Abbau des Aktivierungsblocks auf.

rekursiv: Eine einfache Analyse ist nicht moglich. Man muf eine Rekursions-
gleichung aufstellen und diese detailliert analysieren (siche Abschnitt 1.5).

1.2.5 Beispiel: Fibonacci-Zahlen

Wir wollen nun Laufzeitanalysen am Beispiel verschiedener Programme zur Berechnung
der Fibonacci-Zahlen durchfiihren.

Definition der Fibonacci-Zahlen

0 firn =20
f(n) = 1 firn=1
fn—=1)+ f(n—2) firn>1

Damit ergibt sich die Folge: 0,1,1,2,3,5,8,13, 21,34, 55,89, 144, 233, 377,610, . ..

Behauptung

1. f(n) € O(2™)
2. f(n) € Q(27?)

Beweis

a) f(n) ist positiv: f(n) >0 ¥Yn >0
b) f(n) ist fiir n > 2 streng monoton wachsend: f(n) < f(n+1)

¢) Abschétzung nach oben: Fiir alle n > 3 gilt
fln) = fln=1)+f(n—2)
< 2-f(n—1)
< 4-f(n—2)
<
<

Also gilt f(n) € O(2").
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d) Abschétzung nach unten: Fiir alle n > 3 gilt

fn) > 2-f(n-2)
> 4. f(n—4)

n—1
- 272 - f(1) , fur n ungerade
2271 f(2) , fiir n gerade

Also gilt f(n) € Q(27/2).

In Abschnitt 1.5.3 werden wir zeigen, dafl f(n) € ©(c¢") mit ¢ = 1+2‘/5.

Zwei Algorithmen zur Berechnung der Fibonacci-Zahlen
Zur Berechnung der Fibonacci-Zahlen betrachten wir einen rekursiven und einen
iterativen Algorithmus.

Naiver, rekursiver Algorithmus
Hier wurde die Definition der Fibonacci-Zahlen einfach i{ibernommen und in ein
Programm umgesetzt:

Pseudocode (Modula):
PROCEDURE Fibonacci(n : CARDINAL) : CARDINAL =
BEGIN
IF n <= 1 THEN
RETURN n ;
ELSE
RETURN Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2) ;
END ;
END Fibonacci ;

Java-Code:
int Fibonacci(int n) {
if(n<=1) {
return n;
} else {
return Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2);
}
}

Sei a > 0 die Dauer fiir Funktionsaufruf, Verzweigung (IF) und die RETURN-Anweisung.
Dann gilt fiir die Laufzeit T'(n) dieses Algorithmus:

T(n) = a firn <1
n= a+Tn—-1)+T(n—-2) firn>1
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Abbildung 1.3: Baumdarstellung der Aufrufe des rekursiven Fibonacci-Programms fiir
n=5

Offensichtlich ist: T'(n) = a,a,3a,b5a,9,...

> af(n+1).
Daher ist:  T'(n) € Q(2"?)
Stellt man die rekursiven Aufrufe dieser Prozedur fiir f(5) als Baum dar (siche
Abb. 1.3), wird klar, warum dieser Algorithmus sehr aufwendig ist: Man betrachte nur
die Wiederholungen der Aufrufe von f(0) und f(1).

Iterativer Algorithmus

Der iterative Algorithmus listet die Fibonacci-Zahlen in aufsteigender Reihenfolge auf,
indem er jede neue Zahl als Summe ihrer beiden Vorgénger berechnet. Das spart die
redundanten Aufrufe zur Berechnung von Fibonacci-Zahlen, die schon einmal berechnet
wurden.

PROCEDURE Fibonacci(n : CARDINAL) : CARDINAL =
VAR fib_new, fib_old, t : CARDINAL ;
BEGIN
fib_new := 0 ; fib_old := 1 ;
FOR i :=1 TO n DO
t := fib_new ;
fib_new := fib_new + fib_old ;
fib_old := t ;
END ;
RETURN fib_new ;
END Fibonacci ;

Die Laufzeit dieses Algorithmus ist offensichtlich ©(n). Das bedeutet eine erhebliche
Verbesserung gegeniiber der naiven Implementierung.
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1.2.6 Beispiel: Fakultat

Wir wollen nun noch am Beispiel der Fakultdt zeigen, daf§ in manchen Féllen auch
ein rekursiver Algorithmus, abgesehen vom Overhead fiir die Funktionsaufrufe und dem
Speicherbedarf fiir die Versorgungsblocke, keine Nachteile bzgl. Laufzeit-Komplexitét
hat.

Definition der Fakultat

ol — 1 firn=20
ol n-(n=1)! firn>0

Fiir die Laufzeit T'(n) des entsprechenden rekursiven Programms ergibt sich mit
geeigneten Konstanten a,b > 0:

a n =20
i) = {b—l—T(n—l) n>0
Tn) = b+T(n—1)
= 2:04+T(n—-2)

= n-b+T(0)
n-b+a
€ O(n)

Der Algorithmus hat eine Laufzeit T'(n), die linear in n ist, und hat damit (bis auf
einen konstanten Faktor) das gleiche Laufzeitverhalten wie eine entsprechende iterative
Implementierung.

1.3 Datenstrukturen

1.3.1 Datentypen

Die in Modula-3-dhnlichen Programmiersprachen verfiigharen Datentypen lassen sich in
drei Gruppen unterteilen: elementare und zusammengesetzte Typen sowie Zeiger.

Elementare (atomare) Datentypen

e INTEGER : Ganze Zahlen

e CARDINAL : Natiirliche Zahlen

e CHARACTER : Zeichen (Buchstaben etc.)

e REAL : Dezimalzahlen

e BOOLEAN : Wahrheitswerte (TRUE oder FALSE)
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