2 Sortieren

2.1 Einfiihrung

Das Sortieren von Datensétzen ist ein wichtiger Bestandteil von vielen Anwendungen.
Laut IBM werden in kommerziellen Rechenanlagen 25% der Rechenzeit fiir das Sortieren
aufgewendet [Mehlhorn 88]. Die Effizienzanspriiche an die Algorithmen sind dement-
sprechend hoch. Als Einstieg in die Problematik werden in diesem Kapitel zunéchst
einige grundlegende, sog. elementare Sortierverfahren vorgestellt und untersucht.

Elementare Sortierverfahren:

e SelectionSort (Sortieren durch Auswahl)
e InsertionSort (Sortieren durch Einfiigen)
e BubbleSort
e BucketSort

Elementare Sortierverfahren sind dadurch charakterisiert, daf§ sie im Mittel eine (in der
Grofle der Eingabe) quadratische Laufzeit besitzen!. Im Unterschied hierzu weisen die
hoheren Sortierverfahren eine im Mittel tiberlineare Laufzeit O(N log N) auf:

Hohere Sortierverfahren:

e MergeSort
e QuickSort
e HeapSort

Konvention

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen sei stets eine Folge a[l], ..., a[N] von Datensétzen
(Records) gegeben. Jeder Datensatz afi| besitzt eine Schliisselkomponente ali].key
(¢ = 1,...,N). Dariiber hinaus konnen die Datensétze weitere Informationseinheiten

!BucketSort nimmt hier einen Sonderstatus ein. Zwar vermag das Verfahren eine Schliisselfolge in nur
linearer Zeit zu sortieren, jedoch mufl die Schliisselmenge zusiitzliche Eigenschaften besitzen, die bei
einem allgemeinen Sortierverfahren nicht gefordert sind.
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(z.B. Name, Adresse, PLZ, etc.) enthalten. Die Sortierung erfolgt auschlielich nach
der Schliisselkomponente key. Hierzu mufl auf der Menge aller Schliissel eine Ordnung
definiert sein.

Definition: Sortierproblem

Gegeben sei eine Folge a[l],...,a[N] von Datensétzen (Records) mit einer Schliissel-
komponente ali].key (i = 1,..., N) und eine Ordnung < auf der Menge aller Schliissel.
Das Sortierproblem besteht darin, eine Permutation 7« der urspriinglichen Folge zu
bestimmen, so dafl gilt:

a[m].key < a[me].key < ... < alry_1].key < a[nn].key

Beispiele:

Liste Schliisselelement Ordnung

Telefonbuch Nachname lexikographische Ordnung

Klausurergebnisse Punktezahl < auf R

Lexikon Stichwort lexikographische Ordnung

Studentenverzeichnis Matrikelnummer < auf N

Entfernungstabelle Distanz < auf R

Fahrplan Abfahrtszeit Hfrither als®

Beachte: Da wir es mit einer Folge (und keiner Menge) von Datensétzen zu tun haben,
konnen Schliissel oder ganze Datensétze mehrfach auftreten.

Unterscheidungskriterien
Sortieralgorithmen kénnen nach verschiedenen Kriterien klassifiziert werden:

e Sortiermethode

e Effizienz: O(N?) fiir elementare Sortierverfahren, O(N log N) fiir hohere
Sortierverfahren

e intern (alle Records im Arbeitsspeicher) oder extern (Platten)

o direkt/indirekt (d.h. mit Pointern oder Array-Indizes)

e im Array oder nicht

e in situ (d.h. in einem einzigen Array ohne zusétzliches Hilfsfeld) oder nicht

e allgemein/speziell
(z.B. fordert BucketSort zusétzliche Eigenschaften der Schliisselmenge)

e stabil (Reihenfolge von Records mit gleichem Schliissel bleibt erhalten) oder nicht
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Viele Aufgaben sind mit dem Sortieren verwandt und kénnen auf das Sortierproblem
zuriickgefiihrt werden:

e Bestimmung des Median (der Median ist definiert als das Element an der mittleren
Position der sortierten Folge)

e Bestimmung der k kleinsten/grofiten Elemente

Weitere (hier jedoch nicht behandelte) Sortierverfahren sind:

e BinarylnsertionSort
e ShellSort
e ShakerSort (Variante von BubbleSort)

e MergeSort (vgl. Abschnitt 1.4.1)

Deklarationsteil
Die folgende Typdeklaration ist exemplarisch fiir die zu sortierenden Datensétze:

REAL;
RECORD

TYPE KeyType
TYPE ItemType

key : KeyType;
END;

VAR a : ARRAY[1..N] OF ItemType;

Fiir KeyType konnen auch andere Datentypen auf denen eine Ordnung definiert ist
verwendet werden (z.B. INTEGER). Da stets nur nach der Schliisselkomponente key
sortiert wird, werden wir zur Vereinfachung der Algorithmen Felder vom Typ KeyType
verwenden:

VAR a : ARRAY[1..N] OF KeyType;

2.2 Elementare Sortierverfahren

2.2.1 SelectionSort

Sortieren durch Auswahl
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Gegeben sei eine Folge a[l],. .., a[N] von Schliisselelementen.

Prinzip: Wir betrachten den ¢-ten Durchgang der Schleife i =1, ..., N:

e Bestimme den Datensatz mit dem kleinsten Schliissel aus alil, ..., a[NV]

e vertausche dieses Minimum mit ali

Vorteil von SelectionSort: Jeder Datensatz wird héchstens einmal bewegt.

Achtung: Es existieren Varianten von SelectionSort mit anderer Anzahl von Ver-
tauschungen.
Programm:

PROCEDURE SelectionSort (VAR a : ARRAY[1..N] OF KeyType) =
VAR min : CARDINAL;

t : KeyType;
BEGIN
FOR i := 1 TO N-1 DO
min := i;
FOR j := i+1 TO N DO
IF al[j] < almin] THEN min := j; END;
END;
t := a[min]; almin] := ali]l; ali]l := t;
END;

END SelectionSort;

Beispiel:
Markiert ist jeweils das kleinste Element a[min] der noch unsortierten Teilfolge.

3 7 8 6 4 @
A A
2 7 8 6 4 B
- N A
2 3 8 6 @ 7
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(a) (b) (c)

Abbildung 2.1: SelectionSort einer zufilligen Permutation von N Schliisselelementen,
nachdem (a) N/4, (b) N/2 und (c¢) 3N/4 der Schliissel sortiert worden

sind.

Komplexitatsanalyse

Zum Sortieren der gesamten Folge a[l],...,a[N] werden N — 1 Durchldufe benétigt. Pro
Schleifendurchgang ¢ gibt es eine Vertauschung, die sich aus je drei Bewegungen und
N — i Vergleichen zusammensetzt, wobei N — ¢ die Anzahl der noch nicht sortierten
Elemente ist. Insgesamt ergeben sich:

e 3-(N —1) Bewegungen und

N-(N-1
e ( N—-1)+(N—-2)+...42+1 = % Vergleiche.

Da die Anzahl der Bewegungen nur linear in der Anzahl der Datensitze wichst, ist

SelectionSort besonders fiir Sortieraufgaben geeignet, in denen die einzelnen Datensétze
sehr grof3 sind.

2.2.2 InsertionSort

Sortieren durch Einfiigen.

Gegeben sei eine Folge a[l], ..., a[N] von Schliisselelementen.

Prinzip: Wir betrachten den i-ten Durchgang der Schleife ¢ = 2,..., N. Dabei sei die
i — l-elementige Teilfolge a[l],...,a[i — 1] bereits sortiert:

e Fiige den Datensatz ali] an der korrekten Position der bereits sortierten Teilfolge
a[l],...,a[i — 1] ein.
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Programm:

PROCEDURE InsertionSort (VAR a : ARRAY[O..N] OF KeyType) =
VAR j : CARDINAL;

v : KeyType;
BEGIN
al0] := —oo; (* in Modula-3: a[0] :=FIRST (KeyType); *)
FOR i := 2 TO N DO
v := alil;
Jj = 1;

WHILE a[j-1]>v DO
aljl := alj-1]1;
DEC(3);

END;

aljl := v;

END;
END InsertionSort;

Beachte: Um in der WHILE-Schleife eine zusétzliche Abfrage auf die linke Feldgrenze zu
vermeiden, wird ein sog. Sentinel-Element (=Wairter; Anfangs- oder Endmarkierung)
al0] := —oo verwendet.

Bemerkung: Auf die Verwendung eines Sentinel-Elementes kann bei nicht-strikter
Auswertung (auch lazy evaluation) des Compilers verzichtet werden:

WHILE 1<j AND a[j-1]1>v DO

Dabei wird zunédchst nur der linke Teil 1<j der Abbruchbedingung ausgewertet.
Liefert die Auswertung den Wert FALSE, so wird die Schleife verlassen, ohne daf§ der
rechte Teilausdruck a[j-1]1>v ausgewertet wird. (Sprechweise: ,Der Operator AND ist
nicht-strikt* bzw. AND ist ein short-circuit operator”) Die Auswertung des rechten
Teilausdrucks erfolgt nur dann, wenn das linke Argument von AND zu TRUE ausgewertet
werden kann.

Bei strikter Ubersetzung des Compilers kann die Abbruchbedingung der WHILE-Schleife
auch innerhalb einer LOOP-Anweisung formuliert werden:

LOOP
IF 1<j THEN
IF a[j-1]>v THEN
aljl := alj-11;
DEC(j);
ELSE EXIT; END;
ELSE EXIT; END;
END;
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Beispiel:

InsertionSort durchlduft die zu sortierende Folge von links nach rechts. Dabei ist die
Anfangsfolge des Feldes zwar in sich sortiert, die Elemente befinden sich jedoch noch
nicht notwendigerweise an ihrer endgiiltigen Position.

Y

—oo 3 7 6 4 2
Y
- 3 7H8<:@ 4 2
LN
—c0 3 6H7H8:§D 2
—00 3H4H6H7H8ﬁ
N - < -

—o00 2 3 4 6 7 8

‘L Sentinel-Element a[0] = —o0

(a) (b) (c)

Abbildung 2.2: InsertionSort einer zufilligen Permutation von N Schliisselelementen,
nachdem (a) N/4, (b) N/2 und (c¢) 3N/4 der Schliissel sortiert worden

sind.

Komplexitatsanalyse
Vergleiche: Das Einfiigen des Elements ali] in die bereits sortierte Anfangsfolge
a[l],...,a[i — 1] erfordert mindestens einen Vergleich, hochstens jedoch ¢ Vergleiche.
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Im Mittel sind dies i/2 Vergleiche, da bei zufélliger Verteilung der Schliissel die Hélfte
der bereits eingefiigten Elemente grofier ist als das Element afi].

e PBest Case — Bei vollsténdig vorsortierten Folgen ergeben sich NV — 1 Vergleiche.

o Worst Case — Bei umgekehrt sortierten Folgen gilt fiir die Anzahl der Vergleiche:

éz = (ii)—l = —N(NQH)—1

=1
—N2+N 1
D) 2

o Average Case — Die Anzahl der Vergleiche ist etwa N?/4

Bewegungen: Im Schleifendurchgang ¢ (i = 2,...,N) wird bei bereits sortierter
Anfangsfolge a[l],..., ali — 1] das einzufiigende Element ali] zunéchst in die Hilfsvariable
v kopiert (eine Bewegung) und anschlieBend mit hochstens ¢ Schliisseln (beachte
das Sentinel-Element), wenigstens jedoch mit einem Schliissel und im Mittel mit /2
Schliisseln verglichen. Bis auf das letzte Vergleichselement werden die Datensétze um je
eine Position nach rechts verschoben (jeweils eine Bewegung). Anschliefend wird der in
v zwischengespeicherte Datensatz an die gefundene Position eingefiigt (eine Bewegung).
Fiir den Schleifendurchgang i sind somit mindestens zwei Bewegungen, hochstens jedoch
i+ 1 und im Mittel /2 4+ 2 Bewegungen erforderlich. Damit ergibt sich insgesamt der
folgende Aufwand:

e Best Case — Bei vollstindig vorsortierten Folgen 2(N — 1) Bewegungen
e Worst Case — Bei umgekehrt sortierten Folgen N2/2 Bewegungen

o Average Case — ~ N?/4 Bewegungen

Fiir ,fast sortierte“ Folgen verhélt sich InsertionSort nahezu linear. Im Unterschied
zu SelectionSort vermag InsertionSort somit eine in der zu sortierenden Datei bereits
vorhandene Ordnung besser auszunutzen.

2.2.3 BubbleSort

Sortieren durch wiederholtes Vertauschen unmittelbar benachbarter Array-Elemente.
Gegeben sei eine Folge a[l], ..., a[/N] von Schliisselelementen.

Prinzip: Wir betrachten den i-ten Durchgang der Schleife i = N, N — 1,...,2:

e Schleife j =2,3,...,i: ordne a[j — 1] und a[j]
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Programm:

PROCEDURE BubbleSort (VAR a : ARRAY[1..N] OF KeyType) =
VAR t : KeyType;
BEGIN
FOR i:= N TO 1 BY -1 DO
FOR j:= 2 TO i DO
IF al[j-1]>al[j] THEN

t = alj-1];
alj-11 := aljl;
aljl := t;
END;
END;
END;

END BubbleSort;

Durch wiederholtes Vertauschen von unmittelbar benachbarten Schliisselelementen
wandern die grofleren Schliissel nach und nach an das rechte Ende des zu sortierenden
Feldes. Nach jedem Durchgang der duflersten Schleife nimmt das gréfite Element der noch
unsortierten Teilfolge seine endgiiltige Position im Array ein. Dabei wird zwar im Verlauf
der Sortierung auch der Ordnungsgrad aller noch unsortierten Schliisselelemente der
Folge erhoht, jedoch ist BubbleSort nicht in der Lage, hieraus fiir die weitere Sortierung
einen Nutzen zu ziehen.

Beispiel:

3 7 8 6 4 2
A Ak aa___ 4
3 7 6 4 2 8
N G O
3 4 2 7 8

Komplexitatsanalyse
Vergleiche: Die Anzahl der Vergleiche ist unabhéngig vom Vorsortierungsgrad der
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Abbildung 2.3: BubbleSort einer zufélligen Permutation von N Schliisselelementen,
nachdem (a) N/4, (b) N/2 und (c¢) 3N/4 der Schliissel sortiert worden

sind.

Folge. Daher sind der worst case, average case und best case identisch, denn es werden
stets alle Elemente der noch nicht sortierten Teilfolge miteinander verglichen. Im -
ten Schleifendurchgang (i = N, N — 1,...,2) enthélt die noch unsortierte Anfangsfolge
N — i+ 1 Elemente, fiir die N — ¢ Vergleiche benotigt werden.

Um die ganze Folge zu sortieren, sind N — 1 Schritte erforderlich. Die Gesamtzahl der
Vergleiche wéchst damit quadratisch in der Anzahl der Schliisselelemente:

Bewegungen: Aus der Analyse der Bewegungen fiir den gesamten Durchlauf ergeben
sich:

e im Best Case: 0 Bewegungen

2
e im Worst Case: ~ — Bewegungen

2
e im Average Case: ~ o Bewegungen.
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Vergleich elementarer Sortierverfahren

Anzahl der Vergleiche elementarer Sortierverfahren:

Verfahren Best Case Average Case Worst Case
SelectionSort N?/2 N?/2 N?/2
InsertionSort N N2 /4 N2/2
BubbleSort N?/2 N?/2 N2/2

Anzahl der Bewegungen elementarer Sortierverfahren:

Verfahren Best Case Average Case Worst Case
SelectionSort  3(NV — 1) 3(N—-1) 3(N—1)
InsertionSort  2(N — 1) N?/4 NZ2/2
BubbleSort 0 3N?/4 3N?%/2

Folgerungen:

BubbleSort: ineffizient, da immer N?/2 Vergleiche
InsertionSort: gut fiir fast sortierte Folgen

SelectionSort: gut fiir grofle Datensétze aufgrund konstanter Zahl der Bewegungen,
jedoch stets N?/2 Vergleiche

Fazit: InsertionSort und SelectionSort sollten nur fiir N < 50 eingesetzt werden. Fiir
grofere N sind hohere Sortierverfahren wie z.B. QuickSort und HeapSort besser geeignet.
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2.2.4 Indirektes Sortieren

Bei sehr grofen Datensétzen kann das Vertauschen der Datensétze (=Records) den
Rechenaufwand fiir das Sortieren dominieren. In solchen Fillen ist es sinnvoll, statt
der Datensétze selbst nur Verweise auf diese zu sortieren.

Verfahren:
1. Verwende ein Index-Array p[l..N], das mit p[i| := ¢ (i = 1,...,N) initialisiert
wird
2. fur Vergleiche erfolgt der Zugriff auf einen Record mit a[pli]]
3. Vertauschen der Indizes p[i] statt der Array-Elemente a[p[i]]

4. optional werden nach dem Sortieren die Records selbst umsortiert (Aufwand:

O(N))

Programm:

PROCEDURE InsertionSort_Indirect (VAR a : ARRAY[O..N] OF KeyType;
VAR p : ARRAY[0..N] OF [0..N]) =
VAR j, v : CARDINAL;

BEGIN
al0] := —o0;
FOR i := 0 TO N DO
plil := i;
END;

FOR i := 2 TO N DO

v := plil;

j =1,

WHILE alp[j-1]]>alv] DO
pljil := plj-11;
DEC(3);

END;

plil := v;

END;
END InsertionSort_Indirect;

Mit Hilfe der indirekten Sortierung kann jedes Sortierverfahren so modifiziert werden,
daf} nicht mehr als N Record-Vertauschungen nétig sind.
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Umsortierung der Datensatze:
Sollen die Datensétze im Anschlufl an die indirekte Sortierung selbst umsortiert werden,
so gibt es hierzu zwei moégliche Varianten:

(a) Permutation mit zusétzlichem Array b[1: N|:  b[i] = ap[i]] (i=1,...,N)

(b) Permutation ohne zusétzliches Array: in situ, in place (lohnt nur bei grofien

Records):
Ziel: pli] =i (t=1,...,N)
— falls p[i] = i: nichts zu tun;
— sonst: zyklische Vertauschung durchfiihren:
1. kopiere Record: t := ali]
Ergebnis: Platz (Loch) an Position i;
2. ,iterieren*
Beispiel: t = a[2|; a[2] = a[ll]; «a[ll] =a[13]; a[l3]=1;
Ersetzungsreihenfolge des Ringtausches:
r - )

af2] ~——— a[l1] ~——a[13]

Beispiel: Indirektes Sortieren

Vor dem Sortieren:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
ol [Alls]lO][RI[T][T]IN][G][E][X][A][M][P][L][E]
plii 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Nach dem indirekten Sortieren: a[p[i]] < a[p[i + 1]]
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
afil  [A][s][O][R][T][L][N][G][E][X][A|[M][P][L][E]
pli] 1 11 9 15 8 6 14 12 7 3 13 4 2 5 10

Durch Permutation mittels p[i] ergibt sich das sortierte Array: b[i] := a[p[i]]
l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
ol [AJ[AJ[E][E][G][1][L][M][N][O][P][R][S ][T][X]
pli] 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Das folgende Programm fiihrt eine in-situ-Permutation durch wiederholte verkettete
Ringtauschoperationen aus:
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Programm:

PROCEDURE InsituPermutation (VAR a : ARRAY[1..N] OF KeyType;
VAR p : ARRAY[1..N] OF CARDINAL) =
VAR t : KeyType;
j, k : CARDINAL;
BEGIN
FOR i := 1 TO N DO
IF p[i] <> i THEN

t := alil;
k = 1;
REPEAT

j :=k; alj]l := alpl(jl]l;
k :=pljl; pljl = 3;

UNTIL k=i;
aljl := t;
END;

END;
END InsituPermutation;

2.2.5 BucketSort

Andere Namen: Bin Sorting, Distribution Counting, Sortieren durch Fachverteilen,
Sortieren mittels Histogramm

Voraussetzung: Schliissel kénnen als ganzzahlige Werte im Bereich 0,..., M — 1
dargestellt werden, so daf sie als Array-Index verwendet werden konnen.

alil € {0,...,M — 1} Vi=1,...,N
Prinzip:

1. Erstelle ein Histogramm, d.h. z#hle fiir jeden Schliisselwert, wie héaufig er
vorkommt.

2. Berechne aus dem Histogramm die Position fiir jeden Record.

3. Bewege die Records (mit riicklaufigem Index) an ihre errechnete Position.
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Programm:
TYPE KeyType = [0..M-1];

PROCEDURE BucketSort (VAR a : ARRAY[1..N] OF KeyType) =
VAR count : ARRAY KeyType OF CARDINAL;

b : ARRAY [1..N] OF KeyType;
BEGIN

FOR j := 0 TO M-1 DO (* Initialisierung *)
count [j] := 0;

END;

FOR i := 1 TO N DO (* Erstelle Histogramm *)
count[a[i]] := count[al[i]l] + 1;

END;

FOR j := 1 TO M-1 DO (* Berechne Position fiir jeden Schliisselwert *)
count [j] := count[j-1] + count[j];

END;

FOR i := N TO 1 BY -1 DO (* Bewege Record an errechnete Position *)
blcountl[al[il]l] := alil;

count[al[il] := countlal[il] - 1;
END;
FOR i := 1 TO N DO

alil := bl[il;
END;

END BucketSort;

Beispiel:
ABBAC|ADABB|ADDA

count|a[j]]
14
10
X|
51X
[X]x
X|x X
X]x x
1[X]x x x alj] 0 5 10 15
ABCD AAAAAABBBBCDDD
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Eigenschaften:

e Wegen des riicklaufigen Index ist BucketSort stabil.
e Fiir die Zeit- und Platzkomplexitat gilt:
T(N)=O(N+ M)
= O(max{N, M})
e BucketSort arbeitet in dieser Form nicht in situ.

e Eine in-situ Variante ist moglich, jedoch verliert man dabei die Stabilitét.

2.3 QuickSort

QuickSort wurde 1962 von C.A.R. Hoare entwickelt.
Prinzip: Das Prinzip folgt dem Divide-and-Conquer-Ansatz:

Gegeben sei eine Folge F' von Schliisselelementen.

1. Zerlege F bzgl. eines partitionierenden Elementes (engl.: pivot = Drehpunkt) p € F'
in zwei Teilfolgen F} und F5, so daf gilt:
Tz < p A T, € F
p S T2 V ) & F2

2. Wende dasselbe Schema auf jede der so erzeugten Teilfolgen F; und F, an, bis
diese nur noch hochstens ein Element enthalten.
QuickSort realisiert diese Idee folgendermaflen:

e Ziel: Zerlegung (Partitionierung) des Arrays all..r] bzgl. eines Pivot-Elementes
alk] in zwei Teilarrays a[l..k — 1] und a[k + 1..7]
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so daf gilt:

Vied{l,....,k—1} :  a[i] <alk]
Viel{k+1,....r}: alk]

e Methode: Austausch von Schliisseln zwischen beiden Teilarrays

l r N

1 k
W”\Ibﬂllllllmlllllbﬂlll\“-W

e Rekursion: linkes Teilarray a[l..k — 1] und rechtes Teilarray a[k + 1..r] bearbeiten

Komplexitatsabschatzung

Warum gewinnt man mit diesem Verfahren Rechenzeit? Hierzu betrachten wir die
Abschétzung fiir den idealen Fall, in dem das partitionierende Element immer so
gewahlt wird, daf es die Folge F' nach Umsortierung genau halbiert.

1. Schritt N
2. Schritt E E
2 2
3. Schritt ﬂ ﬂ E E
4 4 4 4
£ St | M| NN NN NG NN
8 8 8 8 8 8 8 8
(Id N)-ter Schritt |1 [1]1]1|1]1 e 1
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Um die Folge F' in 1-elementige Teilfolgen zu zerlegen, werden ld N Schritte benotigt.
Fiir das Vertauschen der Schliisselelemente sind in jedem Schritt N Vergleiche notwendig,
so dafl sich insgesamt

T(N)=N-1d N

Vergleiche ergeben.

Das folgende Programm bildet das Grundgeriist des Quicksort-Algorithmus. Die Param-
eter [ und r definieren die linke bzw. rechte Feldgrenze der zu sortierenden Teilfolge.

Programm:

PROCEDURE QuickSort(l, r : CARDINAL) =
VAR k : CARDINAL;
BEGIN
IF 1<r THEN
k := Partition(l, 1);
QuickSort(1l, k-1);
QuickSort(k+1, r);
END;
END QuickSort;

Die Prozedur Partition(l, r) muf} die folgende Eigenschaft besitzen:

Sei alk] das Pivot-Element, dann werden die Elemente im Array a[l..r] so
umsortiert, dal die folgende Bedingung erfiillt ist:

Vie{l,....,k—1} :  ali] <alk]
und Vijie{k+1,...,7r}: alk] < alj]

Als Konsequenz ergibt sich hieraus, daf§ fiir k£ := Partition(1, r) das Pivot-Element
a[k] bereits seine endgiiltige Position im Array eingenommen hat.

Beachte, daf§ sich das Pivot-Element im allgemeinen erst nach der Umsortierung durch
den Partitionierungsschritt an der Position k befindet.
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Algorithmus:
Der folgende Algorithmus beschreibt informell die Funktionsweise der Partition-
Prozedur.

PROCEDURE Partition(l, r : CARDINAL) : CARDINAL =
Beachte: a[0]=—o0 wird als Sentinel verwendet.

BEGIN
i:=1-1;
j =1,

wihle Pivot-Element: v:=alr];

REPEAT
durchsuche Array von links (i:=i+1), solange bis a[i] > v;
durchsuche Array von rechts (j:=j-1), solange bis a[j] < v;
vertausche a[i] und alj];

UNTIL j < i (* Zeiger kreuzen *)

riickvertausche al[i] und a[j];
vertausche a[i] und a[r]; (* positioniere Pivot-Element *)

RETURN i; (* = endgiiltige Position des Pivot-Elements *)
END Partition;

Programm:

PROCEDURE Partition(l, r : CARDINAL) : CARDINAL =
VAR i, j : CARDINAL;
v, t : KeyType;

BEGIN
i:=1-1;
j =1,
v := alr]; (* wahle Pivot-Element *)

REPEAT
REPEAT INC(i) UNTIL al[i]l>=v;
REPEAT DEC(j) UNTIL al[jl<=v; (* mit a[0]=—oc0 als Sentinel x)
t := alil; alil] := aljl; aljl :=1t; O

UNTIL j<=i; (* Zeiger kreuzen *)

(* Riickvertauschung und Positionierung des Pivot-Elements x*)
aljl := alil; O
alil alr]; O
alr] t; 0
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RETURN 1i;

END Partition;

Anmerkungen zum QuickSort-Algorithmus:

(a)

(b)

Allgemeine Warnung:
In der Literatur sind zahlreiche Varianten des QuickSort-Algorithmus zu finden,
die sich in der Wahl des Pivot-Elementes und der Schleifenkontrolle unterscheiden.

In der hier vorgestellten Implementierung wird in jeder der beiden Schleifen

REPEAT INC(i) UNTIL al[il>=v;
REPEAT DEC(j) UNTIL a[jl<=v;

ein (explizites oder implizites) Sentinel-Element verwendet, d.h. fiir die Korrektheit
der Schleifenkontrollen muf stets gewahrleistet sein, dal es Elemente a[l — 1] und
a[r] gibt, so daB fiir das Pivot-Element v gilt:

all = 1] < v < alr]

Die folgende Fallunterscheidung zeigt, dafl diese Forderung stets erfiillt ist.

Obere Grenze:  Wegen v := a[r] gilt auch v < a[r]

Untere Grenze: falls = 1: a[0] :== —0

falls I > 1: Das Element a[l — 1] existiert aufgrund der Kon-
struktion des QuickSort-Algorithmus, da das Teilarray
a[l..l—1] vor dem Array a[l..r] abgearbeitet wird. Dadurch
befindet sich das Element a[l—1] bereits an seiner endgiilti-
gen Position und es gilt a[l — 1] < ali] fiir ¢ = ,..., N.
Insbesondere ist dann auch a[l — 1] < v.

Beim Kreuzen der Zeiger ¢« und j wird eine Vertauschung zuviel durchgefiihrt, die
nach Abbruch der dufleren Schleife riickgéngig zu machen ist:

e Mache die letzte Vertauschung wieder riickgingig:
vertausche a[i] und a[j]

e Positioniere das Pivot-Element:
vertausche a[i] und a[r]

Diese Anweisungen werden in den Zeilen U, 0 und [ realisiert.
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Beispiel: Die folgende Abbildung illustriert die Funktionsweise der Prozedur Partition

fiir ein Array in den Grenzen [, ..., r. Der Schliissel 44 ist das Pivot-Element:
-1 1 r r+1
1 1 1 1
] ] ] ]
i J
} }
55 12 42 94 6 18 67 44
0 N A
18 12 42 94 6 55 67 44 t=>5b5
i J
} }
18 12 42 94 6 55 67 44
4
0
18 12 42 6 94 55 67 44 t=94
J
} }
18 12 42 6 94 55 67 44
4
0
18 12 42 94 6 55 67 44 t=94
Zeiger gekreuzt
J 7
} }
18 12 42 94 6 55 67 44 t=94
A
0
18 12 42 6 6 55 67 44
u A J

18 12 42 6 44 95 67 44

18 12 42 6 44 25 67 94
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Abbildung 2.4: Anordnung der Schliisselelemente bei der Sortierung durch QuickSort
nach 0, 1, 2, 3, 4 bzw. 5 Partitionierungen. Jede Partition enthélt
mindestens 10 Elemente.

Zeitkomplexitat:

Vergleiche: Wird mit T(N) die Zahl der Vergleiche fiir Teilarrays der Grofile N

bezeichnet, dann gilt:

1. Best Case — Exakte Halbierung jedes Teilarrays:

Losung:

©RWTH Aachen

T(N)=(N+1) + 1£%i<nN{ T(k—1)+T(N—k)}

:(N+1)+2-T<

T(N)=(N+1)-1d(N +1)

89

J/

~
giinstigster Fall
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2. Worst Case — Ungiinstigste Aufteilung der Teilarrays:
T0)=T(1)=0

T(N)=(N+1) + 1g@>§v{:ﬁ(/€—1) + T(N —k)}

S/

~
ungiinstigster Fall
Dann gilt:

N+1)- (N +2)
2

-3

T(N)g(

Beweis durch Vollstédndige Induktion iiber N

Diese Schranke ist scharf, denn fiir ein aufsteigend sortiertes Array
ohne Duplikate (d.h. ohne Mehrfachvorkommen gleicher Schliissel)
gilt:

T(N)=(N+1)+ N+ (N—1) + ... + 3

VD) (N+2)
2

3. Average Case — Zur Bestimmung der mittleren Anzahl von Vergleichen wird {iber
alle moglichen Pivot-Elemente a[k] (k= 1,..., N) gemittelt:

1

N>2: T(N):N-i[]\fjtl+T(k—1)+T(N—k)}

k=1

—N+1+ % DTk + Y TNk

k=1 k=1

N J/

=y
= NZT(k— 1)
k=1

N

9
“N+1+=S"T(k-1
++Nk:zl( )
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Elimination der Summe:

NwﬂNy:N«N+¢y+z§Eﬂk—n O
(N—U-ﬂN—l%ﬂN—inﬂ%Z%fTw—D O
N-T(N) = (N=1)-T(N—=1)=2-N + 2-T(N — 1) 0-0

N-T(N)=2-N + (N+1)-T(N —1)

T(N) 2 +Tw>n
N+1 N+1 N

Sukzessives Substituieren:

T(N) 2 +Tw>n
N+1 N+1 N
2 2 T(N —2)

Mit der Ungleichung

ergeben sich folgende Schranken (Beweis: siche Abschnitt 2.3.1):

T(N) N+1 T(1)
<92 T -y 2
i

(N2 Ty T

4 21
b 3 2 “N+1

Ergebnis:
T(N)=2-(N+1)-In(N+1) + O(N)

=1386-(N+1)-1d(N+1) + O(N)
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Zusammenfassung
Analyse von Quicksort fiir die hier vorgestellte Implementierung:

e Best Case: T(N)=(N+1)-1d(N +1)

o Average Case: T(N)=1.386-(N+1)-1d(N +1)

(N+1)-(N+2)

o Worst Case: T(N) = 5

-3

Varianten und Verbesserungen

Die Effizienz von QuickSort beruht darauf, dafl in der innersten und somit am
héufigsten ausgefiihrten Schleife nur ein Schliisselvergleich durchgefiihrt wird. Im worst-
case (d.h. fiir aufsteigend sortierte Folgen) wichst die Zahl der Vergleiche jedoch
quadratisch in der Grofle der Eingabefolge. Zudem ist QuickSort aufgrund des Rekur-
sionsoverheads fiir kleine Folgen nicht geeignet. In der Literatur finden sich daher einige
Verbesserungsvorschléage fiir die hier vorgestellte Implementierung:

e andere Wahl des Pivot-Elements:

— v = (afl] + a[r]) /2
— median-of-three: wéhle das mittlere Element dreier zuféllig ausgewéhlter
Elemente
Vorteile: 4+ keine expliziten Sentinel-Elemente erforderlich
+ worst-case wird weniger wahrscheinlich
+ insgesamt: 5% kiirzere Laufzeit

e Beobachtung: QuickSort ist ineffizient bei kleinen Arrays, z.B. M = 12 oder 22.

Abhilfe: IF M<(r-1) THEN QuickSort(l, r);
ELSE InsertionSort(l, r);
END;

e Der Speicherplatzbedarf wird aufgrund der Rekursion indirekt iiber die Grofle der
Aktivierungsblocke bestimmt. Wenn jedoch stets das kleinere der beiden Teilarrays
zuerst bearbeitet wird, dann ist die Gréfle der Aktivierungsblocke nach oben durch
2-1d N beschrankt.

e Iterative Variante von Quicksort: Vermeidet die Rekursion (erfordert jedoch Stack!)
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2.3.1 Beweis der Schranken von }_;_ 1/k mittels
Integral-Methode

Es sei
f:Rt - RT
r — f(z)

1
eine monoton fallende Funktion, z.B. f(x) = —. Durch Bildung der Unter- und

Obersumme erhélt man die folgenden Schranken:

k+1

/ f@)de < 1- f(k) < / f(2)dz

k

f(x) f(x)

k-1 k k+1 k-1 k k+1

Abbildung 2.5: Unter- und Obersummen

Summation von k =m, ..., n:
n+1 n n
/ flayde <Y f(k) < / fx)dx
m k=m m—1
Insbesondere gilt dann fiir f(x) = — und m > 2
n+1 "1 n
1 - < 1
T = ]ZT; T |

Fiir m = 1 ergeben sich die sog. Harmonischen Zahlen.
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Definition: Harmonische Zahlen
Als Harmonische Zahlen bezeichnet man die Reihe

1
Hn = Z E s neN
k=1
. — 1 —~1 . .
Mit H,, = = 1+ A erhélt man die Ungleichung
k=1 k=2

Inn+1) < H, < Inn+1

Es gilt (ohne Beweis):

lim (H, —Inn) = v (Eulersche Konstante)
0.5772

I

2.4 HeapSort

J.W.J. Williams 1964 und R.W. Floyd 1994

Erweiterung von SelectionSort mittels eines Heaps.

Definition: Heap, Heap-Eigenschaft
Ein Heap ist ein links-vollstdndiger Bindrbaum, der in ein Array eingebettet ist
(vgl. Abschnitt 1.3.5):

e Ein Array a[l..N] erfiillt die Heap-Eigenschaft, falls gilt:

a“%” > ali]  firi=2,...,N

e Ein Array a[l..N] ist ein Heap beginnend in Position l =1,..., N, falls:

a“%” > qli]  fiwri=2,...,N

Beispiel:
All]
/ \
A2 A3
/N /N
Al4]  A[5] Al6] Al7]
VRN
A[8] AJ[9]
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Die Heap-Eigenschaft bedeutet demnach, dafl der Schliissel jedes inneren Knotens grofier
ist als die Schliissel seiner Sohne.

Insbesondere gilt damit fiir einen Heap im Array a[l..NV]:

a[ll] =max {ali] |i=1,...,N}

N
Korrolar: Jedes Array a[l..N] ist ein Heap beginnend in Position [ = ng +1

Um die Arbeitsweise von HeapSort zu illustrieren, betrachten wir das folgende Beispiel:

Beispiel
Das folgende Array erfiillt die Heap-Eigenschaft:

@)
/N
N
/@@@

Wir entfernen die Wurzel (21) und setzen das letzte Element des Arrays (14) auf die
Wurzelposition. Um die Heap-Eigenschaft wieder herzustellen, wird das Element 14
solange mit dem grofleren seiner Sohne vertauscht, bis alle Sohnknoten nur noch kleinere
Schliissel enthalten oder aber keine weiteren Sohnknoten existieren. Dieser Schritt heifit
auch Versickern, DownHeap oder ReHeap.

@
/N
w  (ap

i‘@@. 3 o s

Durch das Platzieren des Schliissels 14 auf die Wurzelposition gewinnen wir einen freien
Speicherplatz im Array, in den wir das Element 21 ablegen koénnen.
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Algorithmus:

1. Wandle das Array a[l..N] in einen Heap um.
2.FOR::=1TON —1D0O
(a) Tausche a[l] (=Wurzel) und a[N — i + 1]
(b) Stelle fiir das Rest-Array a[l..(N — i)] die Heap-Eigenschaft wieder her

Der erste Schritt, d.h. der Heap-Aufbau bleibt zu klaren. Wie erwahnt, ist die Heap-
Eigenschaft fiir jedes Array ab der Position | = | N/2] + 1 bereits erfiillt. Indem man
nun sukzessive die Elemente ali] mit ¢ = [ — 1,...,1 versickern 1a8t, ergibt sich ein
vollstéandiger Heap.

Beispiel
Ausgangssituation:

101147 {17 3 |21|11]18
I—>Heap

N\
Vertausche 17 < 18
10(14| 7 18| 3 |21 |11 |17 /\
e WRONCNG)
/
(19

Vertausche 7 « 21

10(14 421|118 3 | 7 |11 |17
— Heap

Versickere 14 < 18 < 17 @

101821173 | 7 |11|14
— Heap ‘( @

Versickere zuletzt 10 < 21 < 11

2111811171 3 | 7 |10|14
1

Programm:
Gegeben sei ein Array a[l..N]. Die Prozedur DownHeap (i, k, a) lit das Element ai]
in dem Teilarray ali..k| versickern.
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PROCEDURE HeapSort (VAR a : ARRAY[1..N] OF KeyType) =
VAR k : CARDINAL;
t : KeyType;
BEGIN

(* Heap-Aufbau *)

FOR i := (N DIV 2) TO 1 BY -1 DO
DownHeap(i, N, a);

END;

(* Sortierung *)

k :=N;
REPEAT
t := a[1];
al1l] := alk];
alk] := t;
DEC (k) ;
DownHeap (1, k, a);
UNTIL k<=1,

END HeapSort;

PROCEDURE DownHeap(i, k : CARDINAL; VAR a : ARRAY OF KeyType)
VAR j : CARDINAL;

v : KeyType;
BEGIN
v := alil;
LOOP
IF i<=(k DIV 2) THEN
j o= 2%i; (* Berechne linken Sohn *)
IF j<k THEN (* Existiert rechter Sohn? *)
IF al[jl<alj+1] THEN (x Wahle groéBeren Sohn *)
INC(j);
END;
END;
IF al[jl<=v THEN EXIT; (* Beide Sone kleiner? *)
END;
ali]l := alj];
i:=73;
ELSE EXIT; (* Blatt erreicht! *)
END;
END;
alil := v;

END DownHeap;
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Erlauterungen zu der Prozedur DownHeap (i, k, a):

e Start in Position 4

e Falls notig, wird afi] mit dem groBeren der beiden Sohne a[2i] bzw. a[2i + 1]
vertauscht
Abfragen:

— existieren beide Sohne?
— Blatt erreicht?

e ggf. mit dem Sohn fortfahren

- LR | r
[ L} - [
l.. l...
L L
"y . "
- . -
. .
- " "
.
)
.
. n
g
. [h - -
K ' b ' r :
. .
LY LY LY
F ] - F l.l,‘_
L LT S
LY - 2" - .- "
. e
L] ) - L]
L -~
. - .
b ] 1] L] ]
[y s
.
.
L] L] L]
. "
r . o r
.
" "
L 1 L 1 L 1

Abbildung 2.6: HeapSort einer zufélligen Permutation von Schliisselelementen: Aufbau
des Heaps

2.4.1 Komplexitatsanalyse von HeapSort

[Mehlhorn]
Wir betrachten die Anzahl der Vergleiche, um ein Array der GréBe N =2¥ — 1, k € N
Zu sortieren.

Zur Veranschaulichung betrachten wir die Analyse exemplarisch fiir ein Array der Grofie
N =2°—1=31 (also k = 5).
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Abbildung 2.7: HeapSort einer zufilligen Permutation von Schliisselelementen: Sortier-

Beispiel:

{

phase

{

{

1. Vergleich: IF a[jl<=v THEN ...

Wird bei jedem Durchlauf der WHILE-Schleife ausgefiihrt, die ihrerseits bei
jedem Prozeduraufruf DownHeap(i, k, a) mindestens einmal durchlaufen

wird.

5%5%5%5%5%5%5@?&

Heap-Aufbau fiir Array mit N = 2* — 1 Knoten

2. Vergleich: IF a[jl<a[j+1] THEN ...

Wird ausgefiihrt, falls 2. Sohn existiert.

1= 0:
1= 1:
1=2:
7 =

1 =4

Auf der Ebene i (1 =0,...,k — 1) gibt es 2' Knoten.

Dieses Element kann maximal auf Niveau k& — 1 sinken.

Pro Niveau werden dazu héchstens zwei Vergleiche benétigt:

20 =1
2! =
22 =
2% =8
24 = 16

Knoten
Knoten
Knoten
Knoten

Knoten

Wir fiigen ein Element auf dem Niveau i = (k — 2), (k — 3),...,0 hinzu

Fiir die Gesamtzahl der Vergleiche ergibt sich damit die obere Schranke:

Beweis durch vollstédndige Induktion iiber k.

©RWTH Aachen
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Y 2 (k—1-i) 20 =28 —2(k+1)
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99
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Sortierphase

Nach dem Aufbau des Heaps mufl noch die endgiiltige Ordnung auf dem Array hergestellt
werden. Dazu wird ein Knoten der Tiefe ¢ auf die Wurzel gesetzt. Dieser Knoten
kann mit DownHeap maximal um ¢ Niveaus sinken. Pro Niveau sind hierzu héchstens
zwei Vergleiche erforderlich. Damit ergibt sich fiir die Anzahl der Vergleiche die obere
Schranke:

k—1
> 22 =2(k—2)-2"+4 (2.2)

=0

Beweis durch vollstédndige Induktion iiber k

Zusammen:
Sei N = 2F — 1, dann gilt fiir die Anzahl T(N) der Vergleiche:

T(N) < 2" —2(k+1)+2(k—2)-2"+4
= 2k-(2F —1) —2(2F — 1)
= 2N Id(N +1)-2N

Fiir N # 2¥ — 1 erhélt man ein dhnliches Ergebnis. Die Rechnung gestaltet sich jedoch
umsténdlicher.

Resultat: HeapSort sortiert jede Folge a[l..N] mit hochstens
2N 1d(N + 1) — 2N

Vergleichen.

Bemerkung: In [Giiting, S. 196] wird eine Bottom-Up-Variante von HeapSort
beschrieben, die die Zahl der erforderlichen Vergleiche auf nahezu 1- N 1d(N + 1) senkt.

2.5 Untere und obere Schranken fiir das Sortierproblem

bisher: Komplexitit eines Algorithmus
jetzt:  Komplexitéit eines Problems (Aufgabenstellung)

Ziel: Sei T'4(N) := Zahl der Schliisselvergleiche um eine N-elementige Folge von
Schliisselelementen mit Algorithmus A zu sortieren.

Tmin(N) := Zahl der Vergleiche fiir den effizientesten Algorithmus
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Suche nach einer unteren Schranke:
Gibt es ein To(N), so daB

To(N) < Tu(N) VA

gilt (d.h. jeder denkbare Algorithmus braucht in diesem Falle mindestens To(N)
Vergleiche) ?

Suche nach einer oberen Schranke:
Wir wéhlen einen (moglichst effizienten) Sortieralgorithmus A mit Komplexitét 7 4(NV).

Sprechweise: T4(N) Vergleiche reichen, um jedes Sortierproblem zu lésen.

Zusammen:

To(N) < Tain(N) < Tu(N)

Wunsch: T5(N) und T4(N) sollen moglichst eng zusammen liegen

Konkret:

Im folgenden betrachten wir fiir das Sortierproblem nur Vergleichsoperationen, d.h. auf
der Suche nach einer unteren und oberen Schranke fiir das Sortierproblem werden wir
uns nur auf solche Algorithmen beschrénken, die ihr Wissen iiber die Anordnung der
Eingabefolge allein durch (binére) Vergleichsoperationen erhalten. Dabei werden wir
sehen, dal BucketSort die von uns ermittelte untere Schranke durchbricht. Dies héingt
damit zusammen, dal BucketSort zusétzliche Bedingungen an die Schliisselmenge kniipft
und somit kein allgemeines Sortierverfahren ist.

Obere Schranke:
Wir wihlen als ,effizienten” Algorithmus MergeSort.

T4(N)=N[IdN]—2MNT 11

<N[IAN]=N+1

Untere Schranke:
Gegeben sei eine N-elementige Folge.

Sortieren: = Auswahl einer Permutation dieser Folge

Es gibt N! Permutationen, aus denen die , richtige* auszuwéhlen ist.
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Der bindre Entscheidungsbaum aus Abbildung 2.8 sortiert* ein 3-elementiges Array
a[l..3]. Da 3! = 6, muf} der Entscheidungsbaum 6 Blétter besitzen. Wegen 1d 6 = 2.58
existiert in dem Baum mindestens ein Pfad der Léange 3.

a[1],a[ 2], a[ 3] (a[ 1] <a[ 3] )

a[1],a[3],a[2]

a[3],a[1],a[2]

a[ 1] <a[ 3]

nei n

a[2],a[1], a[3] (a[ 2] <a[ 3]

/

a[2],a[3], a[1]

) .

a[3],a[2],a[1]

Abbildung 2.8: Bindrer Entscheidungsbaum zur Sortierung eines 3-elementigen Arrays

Ein binérer Entscheidungsbaum fiir das Sortierproblem besitzt genau N! Blatter. Damit
ergibt sich als untere Schranke fiir das Sortierproblem:

1d N1 < [Id N1 < Ty(N)

Mit der Ungleichung (Beweis: siehe Abschnitt 2.6)

erhalten wir das Ergebnis:

NIdN-Nlde < 1d N!

NIdN-NIde < Tpn(N) < N[IAN] =N +1
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2.6 Schranken fir n!

Die Fakultét wird oft benttigt. Eine direkte Berechnung ist aber gleichzeitig umstéandlich
und analytisch schwierig zu behandeln. Aus diesem Grund werden enge Schranken fiir
n! benotigt.

1. Einfache Schranken:
¢ Obere Schranke:

s

I
qampb

~.

s
I
—

IN
3

w
Il
—

|
S

e Untere Schranke:

n

n!l = Hz
i=1

n

> ] ¢
1=[n/2]

n

> [ /2]

i=[n/2]
> (n/2)"?
e Zusammen:
(n/2)"? < n! <n"
2. Engere Schranken:
Engere Schranken fiir n! kénnen mittels der Integral-Methode berechnet werden. Bei

der Integral-Methode wird das Fldchenintegral monotoner und konvexer Funktionen
von oben und unten durch Trapezsummen approximiert.

Fiir die Fakultatsfunktion gilt:

In n! = lnﬁi = ilni
i=1 i=1

©RWTH Aachen 103 21. Mai 2004



Ney: Datenstrukturen und Algorithmen, SS 2004 Kapitel 2. Sortieren

A

NG

Abbildung 2.9: Graph zu Inx

Untere Schranke:
Die Logarithmusfunktion = — f(x) := Inz ist monoton und konvex. Das Integral

iiber f(z) in den Grenzen ¢ — 1/2 und 7 + 1/2 bildet daher eine untere Schranke fiir
die Trapez-Obersumme, deren Fléchenmaflzahl durch Ini gegeben ist (vgl. Abbildung

2.10)

i+1/2
/ Inzdr < Ini
i—1/2
A In () i In (x)
/ /
Ini
i > -
i-1/2 i i+172 X i-1 i X

Abbildung 2.10: Trapezober- und Trapezuntersumme
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Summation von ¢ = 1,...,n ergibt:
n+1/2 n
/ Inzdr < Zlnz’ = Inn!
1/2 =1

Mit

b
/lnxdx:x-lnx—xz
=b-Inb — a-Ina

folgt die untere Schranke fiir Inn!

1
n-lnﬁ + =-In2 < Inn!
e 2

Obere Schranke:
Das Integral iiber Inx in den Grenzen 7 — 1 und ¢ ist eine obere Schranke der
zugehorigen Trapezuntersumme (vgl. Abbildung 2.10):

1 (2
3" [In(i — 1) 4+ In(i)] < /hlxd:c
i1
Summation von ¢ = 2,...,n ergibt:

n

1
E-lnn! —Inn< /lna:dx:n-lnﬁ +1
e

1

1
1r1n!§n-lnE + —-Inn +1
e 2

Zusammen:

1 1 1
n-ln2 + —-Inn+ =-In2 < Inn! < n~lnE + —-lnn +1
e 2 2 e 2

Durch die Ndherungen ergibt sich die folgende Schranke:

|
n<2: V2 < i

— (nfe)r-/n

<e
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3. Engste Schranken und Stirlingsche Formel (ohne Beweis)

Es gilt:
nl = 27m<2>n69(")
e
mit
1 < g(n) < 1
n —_—
2n+1 7 12n

zum Beweis: siehe U. Krengel, Finfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik, 3. Auflage, Vieweg Studium, S.78 ff.

Der Fehler g(n) strebt gegen 0:

lim g(n) =0

n— oo

2.7 MergeSort

MergeSort wurde bereits in Abschnitt 1.4.1 behandelt. Die wichtigsten Ergebnisse waren:

e worst case = average case: N1d N

e zusitzlicher Speicherplatz: O(N), nicht in situ, aber sequentiell

2.8 Zusammenfassung

Die folgende Tabelle fa3t die Rechenzeiten der in diesem Kapitel behandelten Sortierver-
fahren zusammen. Sdmtliche Algorithmen wurden dabei in RAM-Code (vgl. Kapi-
tel 1.2.1) umgesetzt. Als Kostenmafl wurde das Einheitskostenmafl verwendet.

Verfahren Komplexitat Abschnitt Referenz

SelectionSort  2.5N? 4+ 3(N +1)1d N + 45N —4 (2.2.1) [Mehlhorn, S. 40]
QuickSort 9N +1)1d(N +1) 4+ 29N — 33 (2.3) [Mehlhorn, S. 51]
HeapSort 20NIdN - N -7 (2.4) [Mehlhorn, S. 47|
MergeSort 12N 1d N + 40N +971d N + 29 (1.4.1) [Mehlhorn, S. 58]
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